Capitulo
Uno

CONCEPTOS BASICOS

En este capitulo se harda un breve repaso de los conceptos basicos de la Teoria de Sistemas
Necesarios para entender las bases de la Teoria del Control.

Definiciones basicas

Existen tres conceptos basicos en la Teoria del Control, que es necesario definir para el buen
entendimiento del material de este curso. Estos conceptos son:

e Planta o Proceso
e Modelo
e Sistema Dinamico

Planta o Proceso
Planta o proceso, es la realidad con la que va a trabajar el ingeniero en control.

Esta definicién es muy general, pero abundando, planta o proceso es cualquier ente que se
encuentra en la naturaleza y que responde a estimulos. El cuerpo humano o partes de él pueden
considerarse plantas, pues responden a estimulos. Una mesa, que responde con una fuerza igual
pero de sentido opuesto al peso que se le pone encima y lo sostiene, también puede considerarse
una planta. Debe notarse que lo que puede considerarse un estimulo y la respuesta de la planta a
ese estimulo, dependen del observador, que es el ingeniero en control.

Las plantas pueden clasificarse de acuerdo al tipo de estimulos y respuestas que relacionan y se
puede hablar entonces de plantas fisicas, quimicas, bioldgicas, sociales, etc. Lo importante en este
concepto es que la planta concebida asi, es el ente real que convierte estimulos o entradas, en
salidas o respuestas a esos estimulos.



Modelo

Un modelo es cualquier abstraccion de la realidad. Es cualquier abstraccion que se realiza de una
planta o proceso.

Dicho de otra manera, un modelo es un esquema tedrico por el que se separan por medio de una
operacion intelectual, las cualidades de una realidad compleja o planta, para considerarlas
aisladamente o para considerar la misma planta en su esencia o nocidon para facilitar su
comprension y el estudio de su comportamiento y posterior manipulacién. Desde este punto de
vista, cualquier abstraccidon que se hace de cualquier planta o proceso, es un modelo. Una vez que
se tiene un modelo, es conveniente manipular el modelo en lugar de la planta misma para ensayar
en éste la respuesta que aquella tendria a cierto estimulo. La naturaleza de los modelos puede ser
de diferente indole. Asi se tienen modelos pictéricos, psicolégicos, bioldgicos, matematicos, etc.
En estos apuntes en particular, se tratard con modelos matematicos.

Sistema

Sistema es el modelo matemdtico de una planta o proceso, que satisface los axiomas de Kalman
(R. E. Kalman, 1969).

Por el momento bastara con saber que un sistema es un modelo matematico "muy especial”, en
donde el concepto o propiedad basica es el de dindmica. La definicién axiomatica de sistema dada
por Kalman es la que se adoptara en estas notas.

El empleo de la palabra sistema para denotar indistintamente a un modelo matematico que
cumple con los axiomas de Kalman o a una planta, es comun. Sin embargo es conveniente tener
claro cuando se habla de uno o de la otra.

Se puede pensar en un sistema S como un mapeo de un universo de entradas o estimulos X a un

universo de respuestas o salidas . Esto es,
S: X=V

y=S(X) xe X, yeY

O alternativamente:

y =S(X)

Figura 1. Sistema



Las entradas o estimulos y las respuestas o salidas se denominaran alternativamente sefiales de
entrada y de salida respectivamente, del sistema dinamico en cuestién.

Interconexion de sistemas

Existen dos formas basicas de interconexion de sistemas. La conexidn serie o cascada:

Sistema 2 5 Y

A 4

Sistema 1

x
A\ 4

La conexion paralelo:

A 4

Sistema 1

A 4

Sistema 2

Cualquier otra interconexion de sistemas, es una combinacién de estos dos tipos de conexion,

como la conexion serie-paralelo:

Sistema 2

A 4

Sistema 1

—¥ Sistema 4 >

A 4

Sistema 3

De acuerdo al tipo de sefiales que procesan, los sistemas se pueden clasificar como continuos o
discretos:



Sistema Continuo en el tiempo

Es aquel que procesa sefiales de entrada continuas en el tiempo en sefiales de salida continuas
en el tiempo, i.e. x(t) — y(t). Graficamente:

Sistema continuo
X{t) —» ] - » Y(t)
en el tiempo

Sistema discreto en el tiempo

Similarmente, un sistema discreto en el tiempo o simplemente discreto, es aquél que
transforma sefiales de entrada discretas en el tiempo, en sefiales de salida discretas en el tiempo.
i.e. x[n]-y[n]. Graficamente:

Sistema discreto
x[n] ——»| _ vl
en el tiempo

Existen sistemas que procesan sefiales tanto continuas como discretas. A estos sistemas se les
conoce como hibridos. En estas notas no se abordara esa clase de sistemas.

Estas notas tratan en particular con sistemas dindmicos como los define Kalman. En lugar de
introducir la nocién de sistema dindmico a través de la definicion axiomatica de Kalman, se
prefiere introducirla a través de las caracteristicas o propiedades de los sistemas dinamicos, que



no son otra cosa que la modelizacion de las caracteristicas que se observan en las plantas. A
continuacién se introducird el concepto de sistema dinamico a través de sus caracteristicas.

Caracteristicas generales de los Sistemas
En esta seccion se abordardn las caracteristicas generales de los sistemas.

Sistemas con memoria (dinamicos) y sin memoria (estaticos).
Se dice que un sistema es estdtico o sin memoria si su salida en cualquier instante de tiempo
depende solamente de entradas en ese mismo instante de tiempo.

Si el sistema no es estdtico, se denomina dindmico o con memoria. Esto es, un sistema dindmico es
aquel cuya salida en un instante de tiempo dado, depende de entradas en otros instantes de
tiempo y posiblemente (no necesariamente) de entradas en ese mismo instante de tiempo.

Estrictamente hablando, no existen en la naturaleza plantas cuya respuesta sea instantanea. Sin
embargo, dependiendo de la naturaleza de las mismas y de la escala de tiempo involucrada, puede
ser conveniente modelarlas como sistemas estaticos.

Ejemplos
El sistema
y[n] = 2x[n] — x[n]*)?

Es un sistema sin memoria porque y[n], el valor de la salida en el instante “n”, depende
Unicamente del valor de la entrada en ese mismo instante de tiempo, esto es de x[n] Unicamente.

Similarmente, un resistor eléctrico, tomada la corriente como la entrada y la caida de voltaje a su
través, es un sistema estatico

y(t) = Rx(t)
Porque la salida en el instante “t”, depende Unicamente de la entrada en ese mismo instante “t”.
El sistema identidad:

y(©) = x(¢)

y[n] = x[n]

Es también un sistema estatico.



Sin embargo, los siguientes sistemas son sistemas con memoria o dindmicos, porque la salida v,
depende de la entrada x en diferentes instantes de tiempo:

yinl = > xlk]
k=—c0

y@® =x(t-1)

El capacitor es también un sistema dindmico:

1 t
y(t) = Zf x(t)dt

El concepto de la dindmica de un sistema es crucial en la teoria de sistemas.

Invertibilidad y sistemas inversos

Se dice que un sistema es invertible si a distintas entradas les corresponden distintas salidas. Dicho
de otra manera, un sistema es invertible si mediante la observacion de sus salidas, se pueden
determinar sin ambigiiedad sus entradas.

Si un sistema es invertible, se puede construir un sistema tal que conectado en cascada con el
sistema original, reproduzca la entrada al sistema. A este ultimo sistema que conectado en
cascada con el original reproduce la entrada, se le denomina sistema inverso.

X Y 7=X
—»  sistema Sistemainverso [———————»

A 4

Ejemplos
Ejemplos de sistemas invertibles:

Sistema: y(t) = 2x(t)
Sistema inverso: 1
20 = 5y(®)



Sistema: yln] = Z x[k]

Sistemainverso:  z[[n] = y[n] —y[n — 1]

En el dltimo ejemplo puede verificarse que efectivamente sustituyendo a y[n]y a y[n — 1], se
obtiene precisamente el valor de x que es la entrada al sistema.

Los siguientes son ejemplos de sistemas no invertibles:

y[n] =0

y(t) = x%(t)

Causalidad
Se dice que un sistema es causal si su sefial de salida en cualquier instante de tiempo depende
solamente de entradas en ese instante de tiempo y/o de entradas en instantes anteriores.

A los sistemas causales también se les Illama no anticipativos, ya que los valores de la seiial de
salida, no se anticipan a valores futuros de la sefial de entrada. Consecuentemente, si dos sefiales
de entrada a un sistema causal son idénticas hasta algun instante de tiempo t, (ny) dado, las
sefiales de salida correspondientes también deben ser iguales hasta ese instante de tiempo.

Ejemplos
Ejemplos de sistemas causales:

t

y(t) = % fx(r)dr

— 00

ylnl = (2x[n] — x[n]?)*

Los siguientes son ejemplos de sistemas no causales o anti-causales:

yln] = x[n] —x[n—-1]

y@®) = x(t-1)



Estrictamente hablando, en la naturaleza no se observan fendmenos o plantas no causales o
anticipativas. Sin embargo, los sistemas no causales son Utiles en algunas aplicaciones como el
procesamiento de imagenes, en el cual la variable independiente no es el tiempo. También son
utiles en el procesamiento de datos en los que la variable tiempo es la variable independiente,
pero que han sido previamente grabados, situaciones en las que el procesamiento de los datos no
esta restringido a ser un procesamiento causal de los mismos. Ejemplos de estas situaciones son el
procesamiento de datos de voz, datos geoldgicos, etc.

Estabilidad

Se definirdn a continuacidn, de manera informal, los conceptos de estabilidad de Lyapunov y de
estabilidad BIBO de los puntos de equilibrio de un sistema. Existen varias definiciones de la
estabilidad de un punto de equilibrio, sin embargo, el concepto es el mismo. Todas estas
definiciones resultan ser equivalentes o unas implican a las otras.

Punto de equilibrio

Se denomina punto de equilibrio de un sistema dindmico la situacion en la que la variable de
interés permanece constante o es nula, y en consecuencia, todas sus derivadas con respecto al
tiempo, son iguales a cero.

Mas adelante se hablard otra vez de lo que es un punto de equilibrio y se dara una definicion mas
rigurosa cuando se trate con ecuaciones diferenciales para describir a los sistemas dindmicos.

Estabilidad desde el punto de vista de Lyapunov

Sea un punto de equilibrio de un sistema dindmico. El punto de equilibrio se dice que es estable si
cuando se perturba al sistema en una vecindad del punto de equilibrio, y se deja evolucionar
libremente al sistema, éste regresa al punto de equilibrio o permanece en una vecindad de éste. Si
por el contrario, el sistema se aleja del punto de equilibrio, el punto de equilibrio se denomina
inestable.

En la siguiente figura se representan los puntos de equilibrio de dos sistemas diferentes.

Suponga que las superficies cdncava y convexa respectivamente, son superficies de paredes
infinitas y que sobre ellas rueda una pelota.



Y(t)

)

\

En el primer caso, si el sistema se perturba alrededor del punto de equilibrio, esto es, si la pelota
se coloca en una posicion inicial en la vecindad del punto de equilibrio mostrado y se deja
evolucionar al sistema libremente, la pelota regresara eventualmente al punto de equilibrio en el
cual y =0, mientras que en el segundo caso, la pelota se alejara del punto de equilibrio y
y(t) — . Asi que el punto de equilibrio en el primer caso es estable y en el segundo caso es
inestable.

En general los sistemas dindamicos tienen mas de un punto de equilibrio, como puede observarse
en el siguiente sistema que representa un péndulo con sus dos puntos de equilibrio, el primero de
los cuales es estable y el segundo inestable:

03¢ mm|

=)

Es conveniente dar una definicidn alternativa de estabilidad. El concepto que a continuacidn se
expone estd incluido en la definicion anterior, pero permite obtener de manera sencilla
condiciones necesarias para la estabilidad de un punto de equilibrio.

Estabilidad BIBO(Bounded input bounded output)
Un sistema se denomina BIBO estable cuando a entrada acotada se tiene una salida acotada.



Cuando se habla de sefiales acotadas, se hace referencia al tamafio o magnitud de las sefiales, asi
que cuando se dice que la sefial x(t) es acotada, esto quiere decir que |x(t)| < M < «.

En referencia a las figuras anteriores, supdngase ahora que el sistema permanece en su punto de
equilibrio, pero que se introduce una entrada x(t) que puede ser un desplazamiento. Supongase
que el desplazamiento es pequeiio, es decir, se introduce una entrada acotada. Es claro que en el
caso de los puntos de equilibrio estables, la salida y(t) correspondiente se mantendra acotada. En
el caso de los puntos de equilibrio inestables, a entrada acotada, se tiene una salida
exageradamente grande en magnitud y en el caso de la superficie concava, si las paredes son
infinitas, la respuesta es infinita.

X(t)

Y(t)

Ejemplos
El siguiente es un ejemplo de un sistema BIBO estable:

M
1
ylnl = mkzMx[n — k]

El sistema es un promediador. El promedio siempre es mayor que el menor elemento y menor que
el mayor elemento, por lo que si |x[n]| < C < o, es claro que |y[n]| < .

El siguiente es un ejemplo de un sistema BIBO inestable:



Este sistema es un sumador o acumulador. Es claro que si por ejemplo x[k] = 1,V k, que es una
sefial acotada, el sumador dara como resultado |y[n]| = oo y por lo tanto se trata de un sistema
BIBO inestable.

Invariancia en el tiempo

Un sistema es invariante en el tiempo o simplemente invariante, si un corrimiento en el tiempo en
la sefial de entrada causa el mismo corrimiento en el tiempo, de la sefial de salida del sistema.

Especificamente, si y(t) (y[n]) es la salida de un sistema continuo (discreto) cuando la entrada es
x(t) (x[n]), entonces y(t —to) (¥[n — no]) es la salida cuando se aplica la sefial de entrada
x(t = to) (x[n — no).

Ejemplos
Considérese el siguiente sistema:

y(t) = sen(x(t))
Este sistema es invariante en el tiempo, porque para la entrada x4 (t) la salida correspondiente es
y1(£) = sen(x,(t))
Considérese ahora la entrada x,(t) = x,(t — ty) cuya salida correspondiente es entonces
y2(t) = sen(x,(t)) = sen(x,(t — to))
Pero es claro que
y1(t —tg) = sen(x,(t — ty)), asi que
y2(£) = y1(t — to)
Lo cual implica, que de acuerdo a la definicidn el sistema es invariante en el tiempo.
Considérese el siguiente sistema discreto:
y[n] = nx[n]
Considere las respuestas del sistema a las entradas x; [n] y x,[n], donde x,[n] = x;[n — ny]:
y1[n] = nx;[n]
y2[n] = nx;[n] = nx;[n — ng]

Si se desplaza la salida y; [n] un tiempo n,, se obtiene



yi[n—ng] = [n —nylx[n —ny] # y;[n]

Lo que indica, de acuerdo a la definicidn, que el sistema es variante en el tiempo.

Linealidad
A continuacidn se dara la definicion de lo que se entiende por sistema lineal. Este concepto es muy
importante, porque estos apuntes tratan con sistemas lineales, para los cuales existe una teoria

Sistema Lineal
Un sistema lineal es aquél que cumple con los principios de superposicion y de homogeneidad.

Principio de Superposicion
Sea y;(t)(y;[n]) la sefial de salida de un sistema correspondiente a la entrada x; (t) (x;[n]). Se
dice que un sistema satisface el principio de superposicion si al aplicarle la entrada

l

x(©) = ) %

k=1

xn] = ) x[n]

l
k=1

La salida correspondiente es

l
(O =) ye®
k=1

l
yinl = ) yeln]
k=1

Principio de Homogeneidad
Sea y(t) (y[n]) la sefial de salida de un sistema correspondiente a la entrada x(t) (x[n]), y sea AER.
Se dice que un sistema satisface el principio de homogeneidad si al aplicdrsele la entrada

x'(t) = Ax(t)
(x'[n] = Ax[n])

La salida correspondiente es



y'(t) = Ay(t)

(y'[n] = Ay[n])

Es claro que si el sistema satisface el principio de Superposicién, también satisface el de
Homogeneidad.

Esto se verifica rdpidamente cuando en la definicién del principio de Superposicidn, se hace
y;(t) =y(),Vi=1,1lconl =2 (y;[n] =y[n],Vi=1,lconl=21).

También debe ser claro que si un sistema es lineal y y; (t) (y;[n]) es la sefial de salida del sistema
correspondiente a la entrada x;(t) (x;[n]), entonces la respuesta del sistema a la entrada

l
x(t) = A x5 (), AeR
kZl k Xk

l
xm=ZM%MﬁR
k=1
Sera:

l
y(©) = ) A yi(®),AeR
k=1

l
yinl = ) Ay yiln], 2eR
k=1
Todo aquél sistema que no es lineal, se denomina sistema no lineal.

Ejemplos
Los siguientes son ejemplos de sistemas lineales:

y(t) = Rx(t)
yinl = > xlk]
k=—o0
1 t
y(t) = zf_oox(r)dr



y[n] = x[n] —x[n + 1]

y@) =x(t+1)

M
1
y[n]=2M+1k=ZMx[n—k]

Los siguientes sistemas no son lineales, es decir, son sistemas no lineales:
— 22
y() = x*(t)

y(t) = sen[x(t)]

Sea el sistema dado por la expresién siguiente:
y(t) = mx(t) + b, donde m, beR
¢Es este sistema lineal o no lineal?
Para que sea lineal, debe satisfacer los principios de superposicién y homogeneidad:
Sean x4 (t) y x,(t) dos entradas al sistema en cuestion. Sean y,(t) = mx,;(t) + b y

y2(t) = mx,(t) + b las salidas correspondientes a esas entradas. Sea ahora la entrada al sistema
x(t) = x1(t) + x,(t). La salida correspondiente es

y(£) = m(x,(6) + x,(t)) + b = mx; (£) + mx,(t) + b

Es claro que y(t) # y;(t) + y,(t) . Por lo tanto se concluye que el sistema es no lineal. La
comprobacidén de que el sistema tampoco satisface el principio de homogeneidad se deja al lector.

De este punto en adelante, las notas tratardn basicamente con sistemas lineales, a menos que se
indique lo contrario.



Sistemas lineales y sus propiedades en términos de su respuesta al
impulso.

Representacion de sefiales en términos de impulsos

Caso Discreto
Supdngase que se tiene la siguiente sefial discreta:

XInl
A

1L
_Sl 5 4 lz

Defina a 8[n] de la siguiente manera:

1, n=0
5[n]={

0, n+0

Se trata de expresar la sefial de la figura en términos de 8[n]. Para tal efecto se usara a 6[n] como
apuntador. Por ejemplo, si se quiere apuntar al valor x[—5], basta con escribir:

x[n] = x[-5]8[n + 5]
Y hacer n=-5. De manera analoga, para apuntar al valor x[3], basta con escribir
x[n] = x[3]8[n — 3]

Y hacer n=3. Continuando con este razonamiento, la sefial de la figura puede expresarse en
términos de 6[n], de la siguiente manera:

..x[=5]8[n + 5] + x[—4]6[n + 4] + x[-3]8[n + 3] + x[-2]8[n + 2] +

x[n] =< x[-1]6[n + 1] + x[0]6[n] + x[1]6[n — 1] + x[2]5[n — 2] + x[3]6[n — 3]+
+x[4]6[n — 4] + x[5]8[n — 5] + -

O de manera abreviada, x[n] puede escribirse de la siguiente manera:



[oe]

x[n] = Z x[k]8[n — k]

k=—o0

Esta ultima expresidn se conoce como la propiedad de corrimiento del impulso unitario §[n]. La
operacion matematica de esta ultima expresion se conoce como convolucién y se denota por:

x[n] = x[k]6[n — k] = x[n] * §[n]
k=z—oo

No es dificil ver que el mismo resultado se obtiene si x[n] se expresa de la siguiente manera:

x[n] = 2 Slklx[n — k] = 6[n] = x[n]

k=—o0

La manera sencilla de ver que esta expresidn es correcta, es expandiendo los términos de la
sumatoria. Esto indica que la operacidn de convolucion es conmutativa.

Si se ve a la convolucidn como un operador, se puede comprobar que ademdas de conmutar, el
operador convolucién es un operador lineal: Sea x[n] = A;x;[n] + A,x;,[n], entonces

(00

xln] « 8kl = ) x[kIsln—kl = ) Gaxylnl + Ly, [n])sln - k] =

k=—o0 k=—c0

o)

= Ax[k]é[n — k] + Mx[klé[n—k] =2 x1[n]é[n — k]
Z 1 RZOO 1 1 Z 1

k=—o0

+ 2, Z x,[]8[n — k] = A,x,[n] * 8[n] + A,x,[n] * 8[n]

k=—o0
Con lo que se demuestra que el operador convolucién, es un operador lineal.

El resultado anterior se conoce como la propiedad de corrimiento de la delta de Dirac: |a
convolucién de cualquier sefial con una delta de Dirac da como resultado la misma sefial.

Se deja al lector investigar a qué es igual la convolucién de una senal con una delta de Dirac
corrida en el tiempo, i.e.

x[n] * 8[n —ny] =2

Caso continuo
Supdngase que se tiene la siguiente sefial continua en el tiempo, que es también Riemann
integrable:



A
x(t)

v
—+

Defina a §,(t) de la siguiente manera:

! 0<t<A
A’ -
8p(t) =
0 para cualquier
otro tiempo

Se puede obtener una “versién escalera” de esta sefal continua como se muestra a continuacién:

A
x(t)

—

5A -4A-3A-2A -A| A 2A  3A 4A 5A

v
—~

Como se ha supuesto que la sefial es Riemann integrable, para el andlisis que se va a efectuar, no
importa si la versidon escalera es escalera superior o inferior. En la grafica se muestra la version
escalera inferior.

Empleando el mismo tipo de razonamiento que en el caso discreto, ahora en lugar de apuntar a
instantes de tiempo, se apunta a alguno de los intervalos de ancho Ay entonces se puede escribir
lo siguiente:



2(t) = -+ x(—40)S7(t + 44)A + x(=30)55(t + 34)A + x(—2A)S55(t + 24)4 +
X(—A)6A(t + A)A + x(0)5A(t)A + x(A)SA(t — A)A +

x(28) 85 (t — 24)A + x(3A)SA(t — 34)A + x(4A)S5(t — 44)A + ---

O de manera abreviada X(t) puede escribirse como:

o)

2(6) = Z x (k) 8, (t — kA)A

k=—o0

Obsérvese que esta expresion es muy similar a la obtenida anteriormente para el caso discreto.
Empleando los mismos argumentos que para el caso discreto, es facil verificar que para esta
expresiéon de X(t) también se tiene conmutatividad de los argumentos y linealidad respecto a
ellos. Procédase ahora a tomar limites de estas Ultimas expresiones cuando 4 tiende a cero:

kl_r)r(l) oA (t) A= 6(t)
Y también
lAILI(l) x(t) = x(¢t)

Entonces

x(t) = lim Z x (kD) 85(t — kA)A =

k=—o0
x(t) = jmx(r)6(t —1)dt

Esta ultima expresidn denota la propiedad de corrimiento de la delta de Dirac §(t). La operacion
indicada en esta ultima expresion es la convolucién que se denota por:

x(t) = f @8t — 1dr = x(t) + 5(1)

Como en el caso discreto, es facil ver que el operador convolucién es lineal respecto a sus dos
argumentos y que ademds conmuta. Asi que

x(t) = foox(r)S(t —1)dt =x(t) * §(¢t) =



= foo6('[)x(t —1)dt = 6§(t) * x(t)

Como en el caso discreto, la convolucién de una delta de Dirac con cualquier seial continua en el
tiempo, da por resultado la misma seiial.

Se deja al lector la tarea de corroborar que la convolucidn de una sefial con una delta de Dirac
corrida en el tiempo resulta en la misma sefial corrida en el tiempo:

x(t)*6(t—1)=x(t—1)

La Integral (Sumatoria) de Convolucion
Este resultado es importante porque lo que se va a mostrar es que la respuesta al impulso de un
sistema lineal, es suficiente para caracterizar su respuesta a un buen nimero de sefiales.

Se iniciara con el caso continuo. El desarrollo del caso discreto, es muy similar al del caso continuo
antes de tomar limites, como se mostrara a continuacién.

La Integral de Convolucion
Supdngase que se tiene un sistema lineal continuo cuya respuesta a la sefial de entrada
Spa(t — kA) es hya(t) , esto es:

Oa(t — k4) Sistema Lineal hya(t)

Como el sistema es lineal, por el principio de homogeneidad se tiene que:

x(kA)8a(t — kA)A Sistema Lineal *(kA)hea ()4

—> —>

Y por la propiedad de superposicion:



) k

x(kA) 55(t — kA)A . . 2 x(kd)ha(H)A
Z Sistema Lineal =

[oe]

k=—o0

Si ahora se toman limites tanto en la entrada como en la salida del sistema, cuando 4 — 0, se
tiene que la respuesta del sistema lineal a la entrada

x(t) = lim Z x(kD) 85(t — kA)A

k=—o0

Es la sefial de salida

y(©) = Jim D x(ed)hya (D)4

k=—c0

Pero

kA- T, cuando A— 0
A—- dT, cuando A— 0
kin?) Sa(t) A= 4(t)

La sumatoria tiende a una integral de Riemann cuando A— 0

Por otro lado cabe mencionar que cuando A— 0, hpa(t) = h (t). h,(t) es la respuesta del
sistema lineal a la entrada §(t — 7) , que es una delta de Dirac corrida en el tiempo, por lo que
finalmente se puede escribir lo siguiente:

Sea un sistema lineal continuo con respuesta h,(t) a la entrada §(t — 7). Sea x(t) una sefial de
entrada cualquiera, la salida y(t) correspondiente estd dada por:

[00)

or f x(Dhe (O)dr

La Unica condicién que debe imponerse sobre las senales involucradas en la integral anterior es
que sean tales que dicha integral exista, es decir, que converja.

Como puede observarse de esta expresion, la sefial h (t) caracteriza la respuesta del sistema
lineal continuo a cualquier entrada x(t), esto es:



x(t) Sistema lineal y(t) =J. x(t)h (t)dt
continuo -

= x(t) * he (D)

Si ademas de ser lineal, el sistema es invariante en el tiempo, es claro que
h.(t) = h(t —1)

Y la respuesta y(t) del sistema puede escribirse como:

(00

y(t) = f *(D)h(t — )dr = x(t) * h(t)

A esta ultima expresion se reconoce como la integral de convolucion.

La Sumatoria de Convoluciéon
El caso discreto es muy similar al continuo. Basta con repetir el razonamiento anterior
sustituyendo a kA por k, a t por n, a hya(t) por hi[n]ya ,(t — kA)A por §[n — k.

Sea §[n — k] una delta de Dirac corrida en el tiempo, la entrada a un sistema lineal discreto y sea
hy [n] la respuesta correspondiente:

S[n — k] hi[n
Sistema Lineal k(n]

Discreto

Por el principio de homogeneidad, se tiene que si ahora se multiplica esta entrada por x[k], la
salida también debera multiplicarse por este mismo factor



x[k]8[n — k] : ‘ x[k]hy[n]
Sistema Lineal

Discreto

Por el principio de superposicion, si se introduce al sistema una suma de entradas, la salida
correspondiente sera la suma de las salidas correspondientes a esas entradas, entonces se tiene:

[ee]

2 x[k]6[n — k] Z x[k]hy[n]

k=—oo Sistema Lineal ==
— > i
Discreto

Pero esta entrada es igual a la convolucién de x[n] con §[n] que es igual a x[n]. Asi que
finalmente se tiene que

k=—oo0 Sistema Lineal
—P Discreto —>

Asi que si la entrada a un sistema lineal discreto es x[n], la salida correspondiente es

[oe]

yinl = > xlklheln]

k=—o0



En donde hy[n] es la respuesta del sistema a la entrada §[n — k]. De manera similar al caso
continuo, si el sistema es invariante en el tiempo, entonces

hi[n] = h[n — k]

En donde h[n]es la respuesta del sistema a la entrada §[n]. En este caso, el resultado es

(o]

ylnl = > xlklhln— K] £ x[n] « hin]

k=—o0

A esta Ultima expresion se le conoce como sumatoria de convolucion

Propiedades de la convolucion
La convolucidn tiene las siguientes propiedades:

= P1 Conmutatividad
h(t) * x(t) = x(t) = h(t) (h[n] * x[n] = x[n] * h[n])

= P2 Asociatividad
(ho(8) * hy () * x(£) = hy(t) * (hy (t) * x(£))
((hz[n] * hq[n]) * x[n] = hy[n] = (hy[n] * x[n])

= P3 Distributividad
[h1 () + hp ()] * x(t) = hy(£) * x(t) + hy(2) * x(¢)
([h1[n] + ha[n]] * x[n] = hy[n] * x[n] + hy[n] = x[n])

Estas propiedades se pueden verificar a partir de la definiciéon de la convolucién. Se puede también
verificar la linealidad de la convolucién respecto a ambos argumentos:

h(t) * [A121(8) + A%, (£)] = A1 () * x1(t) + Ah(E) * x,(L)

Andlogamente se puede verificar su linealidad respecto a h(t) y para el caso discreto, esta tarea se
deja al lector.

Implicaciones de las propiedades de la convolucion
Respecto a la propiedad P1

La Respuesta al Impulso de los sistemas lineales como modelo de éstos
Las expresiones obtenidas para la salida de un sistema lineal a partir de una entrada cualquiera,
fueron las siguientes:

y(t) = h(t) * x(t) = x(t) * h(t) (caso continuo)



y[n] = h[n] * x[n] = x[n] * h|n] (caso discreto)

De estas expresiones es claro, como ya se menciond, que la salida del sistema es la accién del
mismo sobre la entrada, asi que el sistema desempefa el papel de mapeador u operador que
transforma sefiales de entrada en sefales de salida. Es costumbre representar situaciones como
ésta colocando al operador precediendo al operando, que es la sefial de entrada. Con esta dptica,
la propiedad de conmutatividad de la convolucién implica las siguientes situaciones que se ilustran
en las siguientes figuras:

(o) o y(6) = x(t) * h(t)
x(t
— >
(kD) () (v[n] = x[n] * hln])
‘© Y(®) = h(®) * x(6)
QT 1,
(x[n]) (h{n)) (v[n] = hfn] * x[n])

En la primera de las situaciones, cuando y(t) = x(t) * h(t) (y[n] = x[n] * h[n]), el operador es
x(t) (x[n]) que mapea a h(t) (h[n]) en y(t) (y[n]) . Pero esta no es la situaciéon que se quiere
describir. La situacion que se desea describir es aquella en la que x(t) (x[n]) es la sefial que es
mapeada. Asi que la primera situacién, aunque matematicamente es correcta, se descarta. La
segunda de las situaciones describe la situacion deseada. En ésta h(t) (h[n]) mapea a x(t) (x[n])
y desempefia entonces el papel del sistema. Por esta razén, se adopta a la respuesta al impulso
h(t) (h[n]) de un sistema lineal, como un modelo de éste.

Respecto a la propiedad P2
La propiedad de asociatividad de la convolucidn es en el caso continuo

(ha(8) * hq(8)) * x(t) = hy(t) * (R (6) * x(D))

y en el caso discreto

(Chz[n] * hy[n]) * x[n] = hy[n] * (hi[n] * x[n])

El lado derecho de estas expresiones implican la siguiente conexidn entre sistemas:



t
x(6) ha () | ho y©

(x[n]) (ha[n]) (ha[n]) InD

El lado izquierdo de estas expresiones implican la siguiente conexidn, equivalente a la conexién
anterior:

hy(t) * hy(t)
x[n] (hy[n] * hy[n]) y[n]

Esto es, la conexidon en cascada de dos sistemas lineales representados por sus respectivas
respuestas al impulso, es equivalente a un solo sistema lineal cuya respuesta al impulso es la
convolucién de las respuestas al impulso de cada uno de los sistemas. Obsérvese que el orden en
el que se toma la convolucion de ambos sistemas es importante, porque aunque el operador
convolucién conmuta, las implicaciones desde el punto de vista de conexidn de los sistemas no es

la misma.

Respecto a la propiedad P3
La propiedad de distributividad para el caso continuo es

[y (®) + Ry ()] * x(t) = hy(t) * x(2) + Ry () * x(2),
y en el caso discreto
[R1[n] + hz[n]] * x[n] = hy[n] * x[n] + hy[n] * x[n]

El lado derecho de estas expresiones implican la siguiente conexidn entre sistemas:



hy(t)

A\ 4

(ha[n])
t
“® | 3(®
(xln) Il
h, (t)
(D)

Y la conexion equivalente a ésta, que representa al primer miembro de le expresion de la tercera
propiedad, es:

x(t) hq () + ha (D) y(®)

x[n] (hi[n] + hy[n]) y[n]

v
A

De las propiedades de la convolucidn, es claro que se tiene un algebra de bloques. Debe notarse
que el dominio es el del tiempo y que la operacién mds importante es la convolucion.

Propiedades de los Sistemas Lineales en términos de su respuesta al
impulso

Ya que la respuesta al impulso de un sistema lineal caracteriza completamente la respuesta del
sistema a cualquier otra entrada (para la cual la integral o la sumatoria de convolucién converjan)
y ya que por esta razén se ha tomado como primer modelo de un sistema lineal a su respuesta al
impulso, es de suponerse que las propiedades del sistema lineal tales como si es dindmico o
estdtico, si es causal, invertible, estable, etc., deben estar reflejadas en su respuesta al impulso. A
continuacién se repasaran las caracteristicas de los sistemas en general , para el caso de los
sistemas lineales, en términos de su respuesta al impulso.



Como recordatorio, se escriben a continuacién la integral y la sumatoria de convolucién:

x(t) = f " h@x(t = Ddr = h() * x(0)

As seen in out_corr

x(t) = f C hOx(t — D = h(D) * x(0)

x(t) = Z A % (), AR

<x[n] - Z hk]x[n — k])

E = mc?#[30]

x(t) = [7 h(@x(t — )dr = h(t) * x(t)

x() = Xhoy A X (), 2R (1)

The initial condition is given by equation







